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法政大学大学院デザイン工学研究科システムデザイン専攻修士課程 
 
In this paper, I propose a step-by-step method for the large displacement problems in HPM. In the 
first part of the paper, I have given brief formulation of HPM and an algorithm for large displacement 
analysis based on a step-by-step method. And then, the accuracy of the solution with increment load is 
examined in an example of cantilever. In second part, I have given an algorithm of the material 
non-linear analysis with large displacement. Finally, I have given a numerical algorithm for progressive 
failure with large displacement. The validity of those numerical algorithms is examined using the 
problem of the plate with V-notch.  
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１． はじめに 
ハイブリッド型仮想仕事式の原理[1]を基礎とするハイ
ブリッド型ペナルティ法[2]（HPM：Hybrid-type Penalty 
Method）では，解析領域を部分領域に分解し，要素毎に
独立な変位場を仮定する．このとき，要素境界辺上の変
位の連続性に関する付帯条件は，Lagrange の未定乗数を
用いて導入される．この未定乗数は，物理的には表面力
を意味しているため，川井[3]によって開発された剛体ば
ねモデル（RBSM：Rigid Bodies Spring Model）のばねの考
え方を適用し，ばね定数としてペナルティ関数を用いる．
これは，dG 法[4]の一つである interior penalty（IP）FEM[5]
と類似の手法である．このように近似すると，部分領域
間において表面力が得られる．この表面力を用いれば，
RBSM と同様，領域境界辺上での破壊を扱うことができ，
すべりや引張破壊などの進行型破壊を表現できる．HPM
による離散化解析では，表面力の連続性と崩壊機構が確
保されていることから，崩壊荷重は上界値を与える[6]．
さらに，要素内剛性を評価できることから，要素境界辺
での破壊に加え，要素内降伏を同時に考慮した解析が可
能となる[7]． 
また，本研究では，1 次の変位場を用いて，剛体変位と
剛体回転，ならびに，部分領域内で一定の 3 つのひずみ
成分の合計 6 自由度をパラメータとして設定している．
HPM における部分領域の形状を三角形とすれば，FEM に
おける定ひずみ要素と同じ自由度となり，弾性解の精度
は FEM と同等になる[8]．さらに，HPM は剛体変位およ
び剛体回転を自由度としているため，不連続体を対象と
する個別要素法（DEM：Distinct Element Method）[9]など
と同様な逐次計算法による大変位問題の解析も可能であ
る． 
さて，煉瓦ブロックのような脆性材料から構成される
構造では，ひずみが小さく，大きな剛体変位が生じて崩
壊することがある．このような，崩壊時近傍において剛
体移動が卓越するような大変位問題に対する解析法は，
主に，動的手法に基づく個別要素法などの離散モデルに
より検討されてきた．しかし，崩壊荷重などを知るため
には，RBSMのような静的解析手法が便利である． 
 そこで，本論文では，このような崩壊時近傍の微小ひ
ずみ大変位問題に対して，連続体から離散体まで連続的
に解析可能な HPM による静的な解析手法の開発を行う．
はじめに，提案する HPM の大変位解析法の解の精度を，
弾性解析をとおして検討する．HPM では，FEM と同様，
要素剛性を評価でき，要素内応力を求めることができる．
そこで，次にこの関係を用いることで，要素内降伏を考
慮した大変位材料非線形解析に展開する．さらに，RBSM
と同様，要素間での引張破壊を取り扱うことで，進行型
破壊を伴う大変位解析法の基本的なアルゴリズムを示し，
その有効性を簡単な数値計算例によって検討する．  
 
２． HPM の定式化 
（１）支配方程式 
弾性問題の支配方程式を次式に示す． 
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（釣り合い方程式）   (1) 
（応力－ひずみ関係）   (2) 
（ひずみ－変位関係）   (3) 
 
ここで，  は，それぞれ，変位，応力，ひず
み，物体力，弾性テンソルを表している． 
また，図 1 に示すように領域  は  で囲ま
れた領域である．ただし，  は変位が与えられる境界，
 は表面力が与えられる境界である． 
 
 
図 1 解析領域 
 
2 つの境界では，次に示す境界条件を満たしている． 
 
力学的境界条件   (4) 
幾何学的境界条件  (5) 
 
いま，法線方向ベクトル  を， 
 
 方向余弦  (6) 
 
とするとき，表面力  は法線方向成分を ，接線方向成
分を として次のように表される． 
 
 (7) 
  
（２）ハイブリッド型仮想仕事式 
いま，図 2 に示すように，領域  を M 個の部分領域 
 に分割する． 
 
 ただし  (8) 
 
 
 
図 2 部分領域とその境界 
 
式(1)に，幾何学的境界条件を満たす仮想変位  を乗
じ，部分領域  毎の積分の和として仮想仕事式を表す
と以下のようになる． 
 
 
  (9) 
ここで，  は，部分領域の境界を意味する． 
いま，図 3 に示すように，隣接する 2 つの部分領域  
と  の共通境界を  とする． 
 
 
 
図 3 部分領域境界 
 
このとき，それぞれの領域における  上の変位  
と  は連続であるので，以下のような関係が存在する． 
 
   (10) 
 
この連続性の条件を，Lagrange の未定乗数 を用いて 
  
  (11) 
 
と表し，仮想仕事式(8)に付帯条件として考慮すると，ハ
イブリッド型の仮想仕事式が次式のように表される．  
   
 
 
  (12) 
  
ただし，N は分領域境界辺の数を表している． 
 
（３）Lagrange の未定乗数とペナルティ関数 
式(11)に示される Lagrange の未定乗数は，物理的には
表面力に対応する．そこで，HPM では図 3 に示す部分領
域間の境界  上の未定乗数，すなわち表面力を次の
ように仮定する． 
 
  (13) 
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ここで，  は部分領域間の相対変位，  はペナルテ
ィ関数であり，二次元問題の場合，これを成分で表すと
以下のようになる． 
 
 (14) 
 
このように，HPM では部分境界辺上に極めて硬いばね
を設けて近似的に変位の連続性を導入している． 
 
（４）二次元一次関数の変位場 
本論文で用いる変位場は，領域内における任意点の剛
体変位とひずみを自由度として扱う．いま，領域  内
における 1 次の変位場  は次のように表される．  
 
 (15) 
 
ここで，二次元の場合，各係数行列の成分は以下のよ
うに表される． 
 
 
ただし， 
 
 
HPM では，このように各領域内の任意点におけるパラ
メータを用いて変位場を表すため，部分領域の頂点は領
域形状を認識のためだけに用いられ，変位を共有しない．
よって，要素形状が限定されず，任意の多角形や多面体
を部分領域として用いることができる．仮に，部分領域
の形状を三角形とすれば，FEM と同等な弾性解となる．
また，部分領域を要素間に設けたばねにより連続性を表
すため，引張破壊や進行型破壊の解析が可能になる． 
 
（５）離散化方程式 
式(12)に式(14)と式(15)の関係を代入すると，HPM の離
散化方程式が以下のように求められる． 
 
 (16) 
 
ただし，各係数は以下のとおりである． 
 
      
このように，HPM の離散化方程式の係数行列は，部分
領域毎の剛性  と，部分領域境界辺毎の付帯条件 
 の和で表される． 
 
３． 微小ひずみ大変位解析法のアルゴリズム 
（１）逐次計算法による大変位アルゴリズム 
本論文では，大変位解析を微小変形の繰り返しとして
取り扱う逐次計算法を用いる．数値解析法としては，図 4
のように，荷重をいくつかの増分荷重  に分割し，そ
の増分荷重毎に微小変形解析を行う．その結果得られた
変形  を変形前の座標値  に加えて座標値を更
新し，  として，変形後の形状を作成する．要素内
および要素間の増分応力は，前回の応力に加え合わせ，
全応力を求める．その後，新しい領域形状で剛性行列を
つくり，再度，微小変形解析を繰り返す． 
 
１．荷重Pをｎ等分割する （荷重分割数：ｎ）
２． の分割荷重で微小変形解析を行う
３．座標値を更新する
４．応力増分の加算
５．変形後の領域形状で剛性行列を作る
ｎ回繰り返す
 
図 4 逐次計算法 
 
（２）応力の座標変換 
 HPM では，領域境界面で法線方向と接線方向の表面力
の伝達が行われるため，座標値を更新する逐次計算法を
用いても，座標変換された座標系の表面力が加算されて
いる． 
 一方，HPM では，剛体運動とひずみによって変位場を
表している．手軟する逐次計算アルゴリズムでは，増分
荷重の作用によって得られた剛体回転が，新しい領域形
状に反映されるため，変形前の全応力と変形後の増分応
力の基となる座標軸に変動（回転）が生じる．したがっ
て，図 4 に示す増分応力の、加算を単純に行うことはで
きない． 
図 5 は，上述の関係を示した図である．図(a)に示すよ
うに変形前の領域  は，増分荷重の作用によって，  
だけ回転し，新しい領域形状  になる．いま，変形
前の応力状態を  とすると，この応力は，変形後，  
だけ回転して赤い軸の方向を向く．すなわち，変形前に 
(x-y) 座標系で表されていた応力  が，(x’-y’) 座標系
の応力  に変換されてしまったことになる．そこで，
この応力を，(x-y) 座標系の応力  になるように座標
変換行列  を用いて座標変換する．このようにして変
形後の座標系に変換した応力に，変形後の増分解析で求
まった増分応力  を加え合わせることで，座標軸
の回転による矛盾を解消する． 
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 (a)解析モデル 
 
変形後
変形前
 
     (b)座標変換の概略図 
図 5 応力の座標変換の概要 
 
以上の座標変換の手順と全応力の計算手順を図 6 に示
す． 
 
⇐
１．変形前の応力状態 を
回転後の座標系に対する応力 と見なす
２． 変形した座標軸に対する応力 を
全体座標軸 に変換する
３．新たな増分応力 を足し合わせる
 
図 6 応力の座標変換手順 
 
４． 弾性問題の数値解析例 
（１）変位の精度 
大変位解析のアルゴリズムの検証例として，図 7 に示
す一端固定の片持ちばりの弾性解析を行う． 
 
 
 
図 7 集中荷重を受ける片持ちばりの 
解析モデルと材料特性 
 
形状寸法は図に示すとおりで，奥行き 1mm の平面応力
状態を想定する．境界条件としてはり左端を全拘束し，
右端のはりせい中央部に集中荷重を作用させた．ただし，
荷重作用方向は変形後も常に鉛直方向に作用していると
する． 
 領域分割は，はりせい方向 10 分割，はり軸方向 100 分
割した格子をたすき掛けに 4 分割した三角形領域（4000
要素）で行った． 
 図 8 は，横軸に増分荷重の大きさを，縦軸にはり先端
中央部のたわみをはり理論における大変形解で除した値
を示している．図中の破線は，はり理論における微小変
形解を大変形解で除した値である． 
 
0 20 40 60 80 100 120 140
相
対
変
位
荷重分割数
1.0398
1.015
1.02
1.025
1.03
1.035
1.04
HPM
理論解
相
対
変
位
 
図 8 各増分荷重のたわみ 
 
 本手法による解は 1.0185 で，荷重分割数の細分化によ
り，変位は一定値に収束した．はり理論と二次元解析で
は，必ずしも解が一致するわけではないが，大変位解も
約 2%程度の差であった． 
 
（２）応力の精度 
図 7 で示す数値モデルを用いた増分荷重に対する応力
の関係を示したものが図 9 である．縦軸は，はり中央部
の HPM の微小変形解析による応力を（ ）を 1 とし
たときの HPM の大変位解析の値（ ）である． 
 
      
座標変換あり（上面）
座標変換あり（下面）
座標変換なし（上面）
座標変換なし（下面）
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図 9 各増分荷重の応力 
変形前  
変形後  
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 図中の実線が３章（２）で述べた座標変換を行った結
果で，破線が座標変換を行わなかった場合の結果である．
両者とも，荷重分割数の細分化により，応力は一定値に
収束する． 
しかし，変形の大きい中央部において，座標変換しな
い応力は，微小変形解よりも小さな値となっており，座
標変換の有無によって解に 3%程度の差が見られる．本質
的に変形によって座標軸が回転しているため，応力の座
標変換は行わなければならない．さらに，応力のこの差
は，材料非線形解析にける塑性域の進展に影響を及ぼす
ため，微小変形の繰り返しとする本手法における大変位
解析でも，応力の座標変換を無視することはできない． 
 
５． 材料非線形を考慮した大変位解析法 
HPM では，FEM と同様に，要素内応力が求まる．この
応力を用いれば，FEM と同等の弾塑性解析が可能になる．
ここでは，従来の弾塑性解析法を本論文で提案する大変
位解析アルゴリズムに考慮する方法と，その結果の特性
について検討する． 
 
（１）要素内降伏 
降伏後の応力－ひずみ関係を誘導する．いま，簡単の
ため，応力－ひずみ関係を図 10 に示すような，完全弾塑
性と仮定する． 
 
 
 
図 10 弾塑性応力－ひずみ関係 
 
このとき，弾塑性応力－ひずみ関係は以下のように示さ
れる． 
 
（全ひずみ）  (17) 
（降伏条件）  (18) 
（応力－ひずみ関係）  (19)  
（塑性条件）  (20) 
（塑性流れ則）  (21) 
 
ここで，  は，増分ひずみ，  は増分弾性ひずみ， 
 は増分塑性ひずみで，  は塑性ポテンシャル，  は
降伏関数である．本論文ではこれらを同等とする関連流
動則を仮定する． 
以上の関係式から塑性化後の構成行列 は，次式とな
る． 
 
 (22) 
 
ここで， は弾性構成行列を示す． 
 
（２）材料非線形解析のアルゴリズム 
FEMの非線形解析法として，荷重増分法を用いた  
法（山田の方法[10]）を採用する．この方法は，最も降
伏しやすい要素が，降伏するために必要な荷重増分率を
計算しながら順次要素を降伏させていく解析法である． 
 
初期降伏曲面
 
図 11 法による荷重増分率の関係 
 
いま，図 11 に示すように，n ステップ目の応力状態（点
P）に今回の増分応力  を足し合わせる．このとき，
実際に起こり得ない応力  が含まれる n+1 ステップ
目の応力状態になる（点 R）．点 P から点 R までは，線
形的に応力が変化するものとして，応力が降伏曲面上の
点 Q になるために，(24)式のような比例計算から荷重増
分率 を求める． 
 
 (23) 
 
いま，降伏関数を  とし，現在の要素内応力を ，増
分要素内応力を  とするとき，次式を満たす荷重増分
率が存在する． 
 
 (24) 
 
この荷重増分率を全ての部分領域（要素）について求
め，それらの内，最小のものを今回の荷重増分率とする．
このように荷重増分率を決定して，次式で表す要素内応
力を計算すれば，要素内応力は，降伏曲面上かそれ以内
に収まることになる． 
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 (25) 
 
全ての部分領域に対して，式(25)の計算を行い，得ら
れた全応力が降伏曲面上の値になった部分領域に対して，
式(19)を式(22)に替える． 
 本論文で提案するアルゴリズムでは，荷重 をいくつ
かの増分荷重  に分割し，微小変形解析の積み重ねと
して大変形問題の解析をする．いま，増分荷重が，その
作用によって大きな変形が生じない程度に十分小さいも
のとして，増分荷重毎の材料非線形解析に関しては，変
形に伴う座標値の更新を行わずに式(22)を用いて要素剛
性行列を作成する．図 12 は提案する解析フローを示した
図である． 
 
開始
荷重条件の設定
境界条件の設定
増分応力の計算
増分表面力の計算
計算結果の出力
終了
剛性行列の作成
ペナルティ行列の作成
降伏繰返数 istep
連立一次方程式の計算
荷重増分割合の計算
rmin=rmin+(1-rmin)×step
荷重増分数 istage
降伏判定 Flag
旧応力の座標変換
全変位・全応力の計算
（旧応力＋増分応力）
荷重増分率の計算 step新座標値の計算
rmin = 1
rmin < 1
 
図 12 弾塑性大変位解析のアルゴリズム 
 
なお，ある荷重増分  に対する増分計算において，
第 n ステップ目に作用する荷重  は次式で求まる． 
 
 (26) 
（３）弾塑性問題の数値解析 
本論文で提案する 法を用いた弾塑性大変位解析
によって得られる解の特徴を検討するため，図 13 に示す
開き角 90°Vノッチのある薄板を解析した．解析モデルは
対称性を考慮して，全体の 1/4 をモデル化した．形状寸法
は図に示すとおりである．境界条件は底部を鉛直方向，
左端を水平方向に拘束，右端に分布荷重をさせた．材料
定数は図中に示すとおりで，降伏条件としては von Mises
の条件を用いた． 
領域分割は左端拘束部を 10分割した正方格子を斜めに
2 分割した三角形領域（1300 要素）で行った． 
 
 
図 13 分布荷重を受ける薄板の 
数値モデルと材料特性 
 
図 14は微小変形解析と大変位解析による要素内降伏を
考慮した荷重変位曲線を示した図である．横軸が，右端
載荷辺の下端における水平変位，縦軸が載荷重である．
黒線が微小変位解析，赤線が本論文で提案した弾塑性大
変位解析の結果で，弾性状態での差は少ないが，塑性領
域が進展し，崩壊荷重に近づくと，その差が広がる．さ
らに載荷が続くと，弾塑性大変位解析では崩壊するが，
微小変形解析では，崩壊することなく，荷重が漸増する．
なお，図中の赤点線は崩壊した時の荷重を示している．  
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図 14 荷重変位曲線 
 
次に，大変位解析における降伏荷重値での塑性域の進
展図ならびに，その荷重値付近での微小変形解析での塑
性域の進展図を図 15 に示す．両解析ともに，ノッチ付近
から進展しはじめ，底部境界面に向かって斜め方向に塑
性域が進展する．さらに，荷重が載荷されると，微小変
Hosei University Repository
形解析は，ノッチ部から底部境界面方向に塑性域が進む．
大変位解析では，ノッチ部からある底部境界面まで塑性
域を形成した後，縦方向に塑性域が進展する傾向が見ら
れる．これは，中央部において，ネッキングのような変
形が生じ，真応力が上昇するためと思われる．また，微
小変形解析は塑性域の形成が続き，領域全体も横方向に
伸び続けるが，大変位解析では，一定の荷重値で計算が
終了した． 
 
  
P = 442.9kN               P = 502.2kN 
(a)微小変形解析 
 
  
P = 442.7kN             P = 502.3kN 
(b)大変位解析 
図 15 要素内降伏における塑性域の進展図 
 
６． 進行型破壊を考慮した大変位解析法 
HPM では，RBSM と同様に，要素間表面力が求まる．
この表面力を用いれば，RBSM と同等の進行型の破壊解
析[6]が可能になる．ここでは，RBSM で用いられてきた
離散クラック解析法を本論文で提案する大変位解析アル
ゴリズムに考慮する方法と，その結果の特性について検
討する． 
 
（１）要素間引張破壊 
式(27)に示すように，要素間の表面力  が引張強度
 を越えたとき， 
 
 (27) 
 
要素間には離散的なクラックが生ずる．図 16 は，その関
係を示した図である．  
 
 
図 16 表面力-相対変位関係 
一旦，引張クラックが生ずると，次式のようにペナル
ティ関数を 0 として表面力の伝達を遮断する． 
 
 (28) 
 
このとき，要素境界面上に所持されていた表面力 
 は，解放力として隣接領域に分配される．この解
放力  は次式によって計算される． 
 
 (29) 
 
ここで， は次のとおりで， 
 
   
 
 は，要素境界辺に沿った座標変換行列である． 
 
（２）引張破壊を考慮した解析アルゴリズム          
要素境界辺上での破壊に関しても，要素内降伏と同様
な 法を用いる．いま，表面力を  とし，増分表面
力を  とするとき，引張強度は次式で表せられる． 
 
      (30) 
 
また，r は荷重増分率で，次のように計算される． 
 
 (31) 
 
このとき，要素内降伏から求まる荷重増分率の式(24)と
引張破壊によって求められる荷重増分率の式(31)のうち，
最小値を今回の荷重増分率として採用する． 
以上より，増分後の表面力が次のように求まる． 
 
 (32) 
 
(26)式に解放力を考慮することで，n ステップ目での荷
重値は次式で表される． 
 
 (33) 
 
 なお，大変位解析にこの関係を組み込む方法は，５章で
述べた弾塑性解析と同じであり，増分荷重毎の解析では
変形に伴う座標値の更新を行わずに，要素内降伏であれ
ば，式(22)を用いて要素剛性行列を作成し，要素間破壊で
あれば，式(28)のようにペナルティ関数を 0 として付帯条
件を考慮する． 
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（３）進行型破壊の解析例 
前節の要素内破壊に加え要素間引張を同時に取り扱う．
進行型破壊を考慮した大変位解析法のアルゴリズムの検
証例として，図 13 に示したモデルと同じ数値モデルを用
いる．引張強度は任意にとる．ただし，引張強度は，
 とする． 
 
0 2 4 6 8 10 12 14
0
200
400
600
荷
重
[k
N
]
変位 [mm]
荷
重
[k
N
]
 
図 17 荷重変位曲線 
 
図 17 は荷重－変位曲線である．横軸が，右端載荷辺の
下端における水平変位，縦軸が載荷重である．黒線が微
小変位解析，赤線が本論文で提案した進行型破壊を考慮
した弾塑性大変位解析の結果である．この解析例では，
図 14で示した弾塑性大変位解析結果と大差は見られなか
った． 
また，最大荷重における塑性域と引張クラックの進展
状況を図 18 に示す．塑性域は，弾塑性大変位解析結果と
ほぼ同等であるが，進行型破壊解析では，さらにノッチ
部から中央部に引張クラック領域が広がっている． 
 
 
(a)弾塑性大変位解析 
 
 
(b)進行型破壊解析 
図 18 塑性域と引張クラックの進展図 
 
７． まとめ 
 本論文では，進行型破壊を考慮した HPM による微小ひ
ずみを仮定した大変位解析手法を提案した．逐次計算法
を用いた大変位解析法を提案し，弾性問題の数値計算に
より荷重分割を細かくとることで，変位解，応力解とも
に一定の値に収束した．また，微小変形の繰り返しとす
る本研究における大変位解析法でも，増分荷重ごとに応
力の座標変換が必要である． 
さらに，HPM は要素内の剛性を評価できることから，
本アルゴリズムを材料非線形解析に拡張した．簡単な数
値解析例から，崩壊時近傍の塑性域が拡大するような問
題における大変位解析の必要性が明確になった． 
また，HPM では，要素間の表面力が求められるため，
これを用いて要素間の引張クラック解析も可能となる．
そこで，本アルゴリズムをさらに，進行型破壊を考慮し
た大変位解析に拡張し，簡単なアルゴリズムチェックを
行った．その結果，離散的なクラックの表現が可能とな
った． 
以上のように，本手法は微小ひずみで離散クラックが
発生し，大変位が生じる進行型破壊に適した解析法であ
る．しかし，この論文では，アルゴリズムの提案が主で
あり，提案解析法の有効性を示すには，より実用的な問
題での検証が必要と考える． 
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